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摘 要 ：

“

绝 对值三 角 不等 式
”

是一个 重要不等式 ， 它是通过非 负 数来 度量的 。 学 习
“

绝 对值三 角 不 等 式
”

有

助 于 学生 掌握不等 式 涉及的基本知识 和基本技能 ，逐步 形成 和 增 强 应 用 意 识 。 在课 堂教 学 中 ，要准确 定位

向量形 式 ，把握不等式 的本质 ， 引 导 学 生走进数学 应 用 的 天地 。
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２ ０ １９ 年 ３ 月 ２８
＿

２ ９ 日 ，宁波市第十
一

届 特级教

师带徒高 中数学组第二次集 中活动在宁波市奉化武

岭 中学进行 。 两位教师 以
“

绝对值三角 不等式
”

为题

家的是你们探究 出来 的这个结论是正确 的 ，而且还有

专门 的 名称 ， 叫作 函数的 零点存在定 理 ， 以 后可 以作

为解决问题的依据 。

甚至还可 以将启 发再往前移 ， 突 出元认知启 发 ：

你能提出 什么 问题 ？ 你对 自 己 所概括 出 的 这个结论

有什么见解 ？ 对这个结论深信 不疑吗 ？ 这个结论怎

么来 的 ？ 通过一些特例得 到的结论 ，

… …努力让学生

提出 结论是否可靠的 问题 。 这种理性 的精神 、 缜密 的

思维 、
质疑 的意识 ，是极其宝贵 的 ，是数学育人的本质

所在 。 我们不应放过任何
一个可能 由 学生提 出 问 题

的机会 。

总之 ，要让定理
“

晚 出 场
”

，把抽象 、概括 、表征 、精

致 、辨析 （反例 ） 、质疑…… 的过程做足 ！

（ ４ ）主动小结 。 仍然需努力 让学生提 出 问题 ： 同

学们 ，最后你还有什么 问 题？ 在一节课临 近结 束 、 学

习 任务暂告
一段落的时候 ，你觉得该做什么事 ？ 你能

提 出 什么 问题 ？ 哦 ， 该小结一下 。 对 ，请你说说 ……

这种探究学习任务的寻找 ，体现 了学习的主动性 ，也是

进行同课异构教学 ，他们对知识 内 容的深入把握和个

人独 到 的理解 ，让课堂精彩纷呈 。 笔者有幸观摩 了两

位教师 的课堂教学 ，现将听课后的 感悟和 思考整 理成

养成 良好学 习 习 惯所需要 的 。 若教师在 最后投影课

件小结 、总结再好 ，学生也许可 以记下 ，但也仅仅是记

忆 ， 至于学习方法的指导 、主动学习 习 惯的培养 ，可能

要大打折扣 了 。

再好 的想法 ， 面对千变万化 的课堂 ， 面对 活生生

的学生 ，能落实多少 ， 都是一个 未知数 。 这就要求我

们把握好理论与 实践 、 预设 与 生成 的关 系 。 没有最

好 ， 只有更好 ，让我们努力探索下去 ！
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文 ，与大家交流分享 。

１ 内容分析

近几年 ， 高考数学浙江卷对绝对值三角 不等式均

有所考查 ，且在 《浙江省高考数学考试说明 》 中加入了
“

了解不等式 ｌ

ｋ
ｌ

＿

｜

６ Ｍ ＜ ｋ ＋ ６
｜

＜ Ｕ ｜
＋

 ｜

６
｜

”

这一

考点 ，考查要求 从 ２０ １ ７ 年版 的
“

掌握
”

改 为
“

了 解
”

。

然而 ，在平常 的教学 中 ， 由 于这部 分 内 容 出 现在人教

Ａ 版 《 数学 》 （选修 ４
－

５ ） 中 ， 多数教师没有将它作为新

课讲授 ，甚至一部分教师把这部分知识当成学生 已 知

的 内容 ，直接在高考复 习 时进行强化练习 ， 这样的 操

作导致学生对这个知识点理解不够深入 ，从而不能灵

活运用 。

基于 以上原因 ，特级教师导师组确定 了这一课题

进行同课异构教学 ，也让学员对这部分知识有了不
一

样的认识 。

２ 教学主要环节

２
．
１ 课题切入把握准

“

从不等式的背景可 以看到 ，许多不等关系 都涉

及距离的 长短 ， 面积 或体积 的大 小 ， 重量 的 大小 ， 等

等 ，它们都要通过非 负 数来表示 。 因 此 ， 研究含有绝

对值的不等式具有重要意义 。

”

两位教师不约而同地从教材上 的这段引 言 出 发 ，

开 启 了本节课 的学 习 之旅 。 紧 接着复 习 了实数 ａ 的

绝对值的定义及 ｜

ａ
｜

，
｜

ａ 

—

６
｜

，
｜

ａ ＋
６

｜ 的几何意义 。

之后 ，教师 甲 给出 了 教材 中 的探究 １
：

“

用恰当 的

方法在数轴上把 Ｕ ｌ
＋

｜

６
｜

，
｜

ａ＋ ６
ｌ

表示 出 来 ， 你能发

现绝对值之和 与和 的绝对值之间 的关系 吗 ？

”

教师 乙则 继续循循善诱 ，将一个数 的绝对值升级

为两个数 的绝 对值 的运算 ， 进一步提 出 ：

“

我们发 现

｜

ａ
｜ ｜

６
｜
＝

ｋ ６
｜

，

｜｜｜

＝

Ｉ
＂（６关 ０ ） ，即两个数的绝对值

之积 （商 ）等于两个数之积 （商 ） 的绝对值 。 那么 两个数

的绝对值之和等于两个数之和 的绝对值吗 ？ 即 Ｕ
Ｉ
＋

｜

６
｜

＝

ｋ＋ ６
丨成立吗 ？

”

作为
一节数学味相 当浓厚的 研究绝对值运算 的

课 ，两位教师在 引 人环节均无 过多修饰 ，直接切入 主

题 ，准确把握教学内容 。

２ ． ２ 课 堂展开显智慧

教师 甲紧 紧抓住
“

距离大小
”

这一解决绝对值不

等式的基本 出发点 ， 引 导学生从 几何直观 出 发探究

ｋ ｌ＋ ｜

６
｜ 与

｜

ａ＋ ６
｜

的大小关系 ，再辅以代数推理证明 。

谈学论教


ｗｗｗ． ｚｎ ｏｎｇ ｓｈ ｕ ｃａｎ ．ｃ ｏｍ


几何直观角度 ：

当 ａ６＞０ 时 ，
丨

ａ＋ ６
丨

＝

丨

ａ
丨

＋
丨

６
丨

，如图 １ 。

〇ａｂａ＋ ｂｘａ＋ ｂｂａ０ｘ

图 １

当ａ６＜０时 ，
｜

ａ＋ ６
｜

＜ ｜ ａ ｜＋ ｜

６
｜ ， 如 图

２
。

ａ〇ａ＋ ｂｂｘｂ ａ＋ ｂ０ａｘ

图 ２

所以 ｜

ａ ＋６Ｋ ｜ ａ ｜＋ ｜

６
｜ 。

代数推理角度 ：

当时 ，ａ６
＝

 ｜

ａ６
｜

，
｜

ａ＋６
｜ 

＝

 ＼／ ｜

ａ
｜

２

＋２ｏ６＋
＼

ｂ
＼

２
＝

＼／ ｜

ａ
｜

２

＋ ２
｜

ａ ｆｅ
｜
＋

 ｜

６
｜

２
＝

＼／ （ Ｉ
ａ

 ｜
＋

 １

６
１）

２
＝

 ｜
ａ

丨
＋

 丨
６

１；

当〇６＜０时 ，
ｄ＝—

丨 〇６
丨

，
｜

ａ＋６
｜

＝

７ ｜

ａ
｜

２

＋２ａＡ＋
｜

６
｜

２
＝

Ｖ ＼

ａ
＼

２ －

２
＼

ａｂ
＼ 
＋

 ＼

ｂ
＼

２

＜ Ｖ （
＼

ａ
＼ 
＋

 ＼

ｂ
＼

）

２
＝

 ＼

ａ
＼
＋

 ＼

ｂ
＼

，

所以
丨

ａ＋６
｜

＜
｜

ａ
｜
＋

丨

６
｜

。

于是得到 定理 １
： 如果 ａ ， ６ 是实数 ， 则

｜

ａ＋ ６
｜

＜

ｋ ｌ
＋

｜

６
｜

，当且仅当 时 ，等号成立 。

教师 乙则将定理 １ 进行了
“

模型化
”

处理 ，得到 如

下绝对值不等式模型 ：

ｌ

ａ ＋ｏＫ ｉ

ｎ
ｉ
＋

ｉ

ｏ ｉ ，

只要在□和〇 中填入不同的
“

量
”

即可 ， 精准且高效 。

两位教师对相 同问题采取 了不 同处理策 略 ， 他们

分别对下面 的 ３ 个问题进行了探究 ：

（ １ ）定理 １ 的向 量形式 ：
丨

《１ ＋ ＆
丨

＜ ｜

＾
｜＋ ｜

６
丨

， 当且

仅当 ａ ， ＆ 同 向 时 ，等号成立 。

（ ２ ）定理 １ 的推广延伸 ：

丨

｜

ａ
｜

—

 ｜

６
｜Ｋ ｜

ａ 士 ６Ｋ

｜

ａ
｜＋ 丨

６
丨 。

（ ３ ）定理 ２
： 如 果 ａ ，

６
， ｃ 是 实数 ， 那 么 ｜

ａ
＿

ｃ
｜ ＜

｜

ａ

—

６
丨

＋
 ｜

６
—

ｃ
｜ ， 当且仅当 （ ａ 

—

６ ） （ ６

—

ｃ ） ＞０ 时 ， 等号

成立 。

现摘取教师乙对问题⑵ 中
“

｜

丨 《卜 ｜

６
｜ ｜

＜ ｋ士 ６
丨

＜

ｋ ｌ 
＋

｜

６
｜

”

的证明过程 。

由于旧＋〇
丨

＜旧 丨

＋
丨

〇 丨 刮 □ 
＋〇卜 丨

〇
丨

＜

丨 □ 丨 ，故令□ 
＋〇 ＝＾ ，〇＝

一

６
， 即口＝ ＾＋６

，所 以 丨

＾
丨

一

丨

一

６Ｋ
｜

ａ＋６
｜ ，即 ｜ ａ

｜

—

丨

６
丨

＜ 丨 ａ＋６
｜ ，若将 ａ ，

６ 位置互

换 ，得到  ｜

６
｜

—

 ｜ ａ
｜

＜
｜

６＋ａ
｜

， 故｜ ｜ ａ
｜

—

 ｜

６
｜Ｋ ｜

ａ＋ ６
｜

。

结合定理 １ ，则有 丨 ｜

ａ
｜

—

丨

６
丨 Ｋ ｜

ａ＋６Ｋ
｜

ａ
｜＋ ｜

６
｜

。

若将上式的 ６ 用
一

６ 代替 ， 则有 ＩＵ 丨

一

 ｜

６
｜ 丨 ＜

｜ ａ 士 ＋ 丨

６
丨 。

虽然两位教师对教材的处理策略不 同 ，但都体现

了相 同 的教学理念
——把握本质 ，精准教学 。 教师 甲

抓住绝对值三角 不等式 的几何本质 ， 注重思想方法 ，

时时渗透数学思想 ；教师乙则抓住绝对值三角 不等式
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的结构特点 ， 注重模型应用 ，培养学生抽象概括能 力 。

这些基于数形联系 、 图形描述和 借助 图形理解的 活 动

都能促进学生数学直观的发展 ， 让数学核心素养的培

养落地生根 。

３ 听课感悟

３
．

１ 向 量形式定位准

教材 中对于 向 量形式的 引人 ，直接通过探究形式

进行 ：

“

如果把定理 １ 中 的 实数 ＾ ６ 分别换成向 量 ａ
，

ｆｃ
， 能得出 什么 结果 ？ 你能解释它 的几何意义吗 ？ 显

然 ，教材的处理很直接 、不够 自 然 。 于是 ，很 多教师在

处理这块 内 容时 ， 花费不少心思和 智 慧 ，甚 至有教 师

按照
“

先 向 量后数量
”

的顺序展开教学 ［
１

］

。 但是 ，教材

引 人向量形式的 目 的是什 么 ？ 在教学 中应该如何定

位 ？ 笔者认为 ， 教材 引 人向 量形式是为 了让学生更形

象地理解绝对值三角不等式 ，它可 以看成绝对值三 角

不 等式在二维平 面上 的一种几何 背景——三角形 的

两边之和大于第三边 。 所 以笔者觉得 在教学 中没有

必要喧宾夺主 ， 在此过 于 纠缠 ， 反而使这
一知识点成

为学生学 习绝对值三角不等式的难点 。

３
．
２ 抓住本质助理解

“

把握数学本质 ， 启 发思考 ， 改进教学
”

是数学课

程的基本理念之
一ｕ ］

。 特级教师胡 建军 老师在点评

时 ，就提出 了这样一个问题 ：

“

绝对值三角 不等式的 本

质是什么 ？

”

胡 老师进
一

步指 出
“

｜

ａ
｜

＋｜

６
｜ 是绝对的 相

加 ，
｜

ａ ｜

＿

｜

６
｜

是绝对的相 消 ， 而 ｋ
＋６

｜ 则 加减不明 ， 故

存在 丨 ｜

ａ
｜
—

｜

６
丨 丨 ＜ ｜

ａ 士 ６
｜

＜ ｜

ａ
｜
＋

 ｜

６
｜ 这样 的大小关

系 。

”

这样的解释将原本复杂烦琐 的数学学术形态瞬

间 变成了通俗易懂的数学教育形态 ，非常有 助 于学生

对新知 的理解 。 事实上 ，绝对值三角不等式可 以类 比

集合元素个数之间的不等关系进行学 习 ， 即
“

对任意集

合Ａ 和Ｂ ，都有 ｃａ ｒ
ｄ（Ａ Ｕ ＢＸ ｃａｒｄ （Ａ ）＋ｃａ ｒｄ（ Ｂ）

”

。

从形式上看 ，定理 ２ 只是将定理 １ 的推广延伸 中

的
“

ａ 

—

６
”

拆成 了
“

Ｕ
＿

ｃ ）

＿

（６ 

—

ｃ ）

”

。 但 它 的 意义远

不止此 ，就 如教 材 中所 阐述 的 ：

“

根据 这样 的 思想方

法 ， 我们可 以讨论 涉及 多 个实数 的绝 对值 不等式 问

题 。

”

也就是说 ，定理 ２ 研究的是 ３ 个实数间 的绝对值

不等式问题 ，是定理 １ 的
一般化结论 ， 因 为定理 １ 可

以看作是定理 ２ 中
“

当 ６＝ ０ 时
”

的特例 。 同时 ，从几何

角度看 ，定理 ２ 与定理 １ 的关系则是
一个

“

平移变换
”

（将原点平移到 ６ 所对应 的点 ） 。 同样地 ，若能抓住定

理 ２ 的本质 ，对于学生理解 、 应用绝对值 三角 不等式

是非常有用 的 。

３
．
３ 精准 应用 需挖掘

绝对值三角 不等式这个知 识点看起来容易 ，但应

用起来却很难 。

一

方面 ，学生不知 道在什么 时候可 以

使用定理 １ 及其拓展形式 。 这就需要教师在教学 中 ，

需从结构上对定理 １ 进行分析 。 事实上 ， 定理 １ 给 出

的是
“

和 的绝对值
”

与
“

绝对值的和
”

之间 的大小关 系 。

通过这个关系 ， 能够将位于两个绝对值中 的
“

量
”

拯救

出 来 ，让其
“

结合
”

在一起 。 所以 当我们遇 到 多个绝对

值相加减问题时 ，就 可 以使用定 理 １
。 另

一方面 ，学

生就算用 了定 理 １
， 也 只 是知 道形式 上 可 以 这样放

缩 ，但不知道具体可 以用来做什 么 ？ 这就需要教师在

教学 中 ，关注定理 １ 中 的 取等 条件 ， 这也 是本节课 的

难点之
一

。 事实上 ，若 ａ ，
６ 之和 （或差 ）是定值 ，且 能

满足等号成立 的条件 ，定理 １ 就可 以用来求最值 。
这

样 ，学生在运用定理 １ 时就有 了 方 向 ， 首 先会去分析

之和 （或差 ）是否是定值 ，其次就会去看是否能满

足等号成立的 条件 。

４ 结束语

绝对值三角不等式属 于数学原理性知 识 （相对于

数学原理性知识 ，还有数学概念性知识与 数学 问题解

决知识 ） 。 在数学教学 中 ，数学原理性知 识的 教学 占

有较大的 比例 ， 通过公式教学 ， 可 以促进学生对数学

公式和规律的理解 ，学会用数学公式 和规律解决实际

问题 。 因此 ，数学原理性知识 教学的效 率至关重 要 。

很多情况下 ，学生对数学原理性 知识教学 的课 堂反映

是 ： 听得懂 老师讲解 的 数学原理 ， 但 自 己 不 会运用 。

这就说明 ，学生通过教师对数学原理性知识的讲解 ，没

有形成正确的思考角 度 ，没有学会正确的思考方法 。

笔者对绝对值 三角不等式这部分知识始终有
一

个困惑 ： 为什么通俗易懂 的不等式学生用起来却那么

困难 ？ 现在想想 ， 主要在于教师没有上好这节课 。 如

果教师缺少精准教学 ，学生就难有学科本质 的把握 ，

更谈不上知识的灵活应用 。 因此 ，在数学原理性知识

的教学 中 ，对学生思维 的 引 导 和点拨 ，要集 中在 问题

的核心思想上 ， 不仅要 引 导学生从数学的 角度来思考

和解决 问题 ，还要 引 导学 生对思维过程进行反思 ，找

出 自 己 的思维在哪个关键点上 出 现问 题 ， 不断修正错

误思路 ，不断积累数学活 动经验 ，从而提升数学素养 。
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